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线性与非线性次椭圆方程理论

研究的若干新进展

徐超江
`

( 武汉大学数学研究所
,

武汉 43 朋7 2 )
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Y二报
、
l
城愁
问题

线性次椭圆算子理论的研究已有 30 多年历 史
,

是偏微分方程微局部分析理论的一个重

要分支
,

先后有一大批著名数学家研究过这一理论
。

随着研究的深入
,

人们将注意力转向了

相应的 Ca n IO t
一

C aal
t陈山巧 几何理论

,

以及相应的非线性偏微分方程理论
。

近 3 年来
,

我们在

非线性次椭圆方程以及相应的几何分析理论的研究方面取得了一系列重要结果
。

首先研究的

是从一个 C

~
一

Caar
t晚ed 卿 ( C

一

)C 流形到一个 iR

~
n
流形 的次椭圆调和映照

〕

因为 由相

应的变分问题导出的 1拱歹 al lg e
方程组是一个退化的次椭圆拟线性方程组

,

我们得到了与经典

情形类似的存在性与正则性结果
。

但由于方程是退化椭圆的
,

我们使用的方法与经典的完全

不同
。

与此相连系的是 C
一

C 流形上的相应的
“

带权
”

oS ho lve 空间的 尸 的嵌入 问题
,

我们也

证明
一

r类似经典情形的结果
。

但是由于现在的函数空间是各向异性的
,

因此我们的证明要用

到高阶微局部分析理论
,

即所谓的 W
e y l

一

出~
d e :
象征运算理论

。

接下来我们研究 了 c
一

c 流

形上的半线性带临界指标的次椭圆方程
,

为了证明解的存在性与正则性
,

我们还研究 了相应

的集中紧致原理
。

这 3 个主要的结果
,

形成了一个系列
,

对本学科发展有重要的作用
,

曾在

法
、

德
、

意等国的国际学术会议上报告过这些工作
,

得到国际同行关注
。

下面将简单介绍这

些结果
,

详细表述及证明见文献 〔l] 一 「3〕
。

在
“

国家杰出青年科学基金
”

的资助下
,

本

人及本人所在课题组还开展了很多相关课题的研究
,

有关内容请见参考文献 「4 ] 一 「9」
。

1 次椭图调和映照

我们先给出一些记号和定义
:
M 是一个 m 维的 R ienl o l l . 流形

,

x 二 } x . ,

…
,

x ,
}是 M L的

一组实光滑向量场
,

称 X 满足
;
阶的 H6 1l l l a l ld e r

条件
,

若
: x , ,

…
,

x , 以及它们的直到
r
阶交换

子生成切空间的 附
,

这时在 M 可以定义一个相应的度量夕.(
, ·

)
,

它是退化的
,

但是有
:

c ,

郁
二 ,

歹) ( 洲
二 ,

, ) 哭 c Z d、 ( 、
,

川
对所有的

: ,

y 任 M
,

d爪
二 ,

妇《 l 成立
,

这时称 ( M
,

户) 为 一个 c
一

c 流形
。

这类流形的 一个模

l煲衬年度国家杰出青年科学基金获得者

本文于 199 7 年 10 月 13 日收到
.
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“
-

群 n H
,

这类流形上的 、 玩
·
算子就是所谓的 砌

~
r
算子

: `一应*xj :
,

其中叮 是一阶线性偏微分算子戈的形式共扼算子
。

设 几 是 M 的一个有界开区域
,

a口 是光滑的
,

若在刁几 的每一点上都至少有 X 的一个向量

场与刁门 横截
,

称 a口 关于 X 是非特征的
。

现在定义 C
一

C 流形上的 阮加vle 空间 (有时也称为带

权 阮场 le v 空间 )
。

对于 k 任 N
,

令

叭。
,

X)
=

{f 任 ,(j 川
;

xj
:

… xjt f 任 叭川
,

i 蛋 到

则 矿 (。
,

x )是一个 iH lbe rt 空间
。

璐 ( 。
,

x )是 c犷 (。 )在 矿 (。
,

x ) 中的闭包
,

也是一个

H i lbe rt 空间
。

现在设 N 是一个
n
维的完备 iR e

~
流形

,

f
:
M ~ N 是一个映照

,

利用 N 的局部坐标 nR
,

我们可以定义

矿 (。
,

X ; N )
=

{f ` L ,
(。 ; N ) ; Xj

.

… .Xj f 任 L ,
(几 ; N )

,

i 蕊 k }

对于 N 的一个固定点 尸
,

还可 以定义 璐 (。
,

x ; N
,

尸 )
。

为了简化记号起见
,

假设 N =
( nR

,

d ,
)

,

其中 d , 二

ayP (少)扩衫
,

以及 p 二 0 任 R
n 。

对于 f 任 lH (。
,

x ; N )
,

定义这个映照的能量为

、 f()
=

影户 f() xfj xfj ( l )

对于 沪任 H ,
(。

,

X ; N ) 门 0C (几 : N )
,

令

粥
=

{f ` lH (。
,

;X N ) ; f
一 甲任 玛 (。

,

x ; N ) }

我们证明了下面的定理
:

定理 1 假设 N 是一个完备的具非负曲率的 iR

~
流形

。

X 在 M 上满足
r
阶的

H 6 n n an ld er 条件
,

刁。 是光滑的以及关于 x 是非特征的
,

沪任 lH (。
,

;X N ) 门 0C (几 ; N )
。

则变

分问题

z = i n f { E ( f ) ; f e 沼 }

在 沼 中存在极小元
,

且该极小元是下列 iD icr h le t 问题的一个弱解
:

{
△ x u a

+

瑞 Xj
u月Xj

u y = o
,

u

l
。。 = 沪

a 二 l
,

…
, n

( 2 )

衬声恤`

其中瑞是 凡

~
流形 N 的 C腼

s

offet
l 符号

。

此外
, “ 任 C ’

(。 ; N ) n OC (几 ; N o)

这一问题的关键点在于证明极小元的正则性
,

特别是最困难的低阶正则性
,

我们使用的是
“

小球套
”

以及 oP icn 毗 不等方法川
。

关于高阶正则性见【4〕
。

Z C
·

C 流形上的 S吐沁加v
嵌入定理

在前一问题中我们已定义 了 C
一

C 流形上的 阮加 vle 空间 矿 (口
,

x )
,

现在研究相应的

阮加lve 嵌人定理
,

为此先定义相应于 X 的齐性维数
。

在本节中假设 HO

artnn
de :
条件中的阶数

; = 2
,

并假设 X , ,

…
,

Xl 在 M 的每一点都是线性无关的
,

记 Q 二 l + 2( m 一 l)
,

称 Q为 M 相应于

x 的齐性维数
。

当
; > 2 时也可以给出相应的定义

。

现在定义 C
一

C 流形 ( M
,

川上的 HOl d e r 空

间
。

对于 0 < 产 < 1
,

定义
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0C.
“ (几 ) X

=} f` L’
(川

;

川广
=, S

跳
止恤2二Z红且
夕(

x ,

了 )`
, < 十 O口

对于 k 任 N
,

定义

e 无
,

`之

(。
,

x )
=

}f 任 e o
,

“ (。
,

工 ) ;

B MO ( n
,

x ) ==
{f 〔 L故( n ) ;

戈
、

… 戈f 份 :(0,
`’ (月

,

X)
,

i蕊 酬

f
卜洲f知

裂县 川 f
一

,

方 !咖 <

其中
,

B = B ( x ,

R ) =
{ J 任 M : 夕 ( x ,

) ) < R }
,

j 、 二

帅 到 川
一 ’
喃 fdx

B M o k (门
,

x )
= {f 任 B M o (。

,

X ) :

v M o * (。
,

x ) = ! ,
、

。 B M o 、 (。
,

x ) ;

努; 丁
。 (

, ,

、 、

戈
i ”

` 一

从f 任 B M ()( 。
,

X )
,

i 、 剧

rjj 丈
、 ) 一 x !/’ (户 1办

= o
,

} J }簇 人
, 二 e 口 {

我们证明 了下面完整的 C
一

C流形上的 S 〕1叉 〕le v
嵌人定理

定理 2圈 假设 x 在 M 上满足 2 阶的 H。。 an le(
r

条件
,

。 c c 。
` ,

则下列嵌人都是连续

_

* ` ,

O 。 , , , 、 ,
~

, 、 厂 、 , , ,

~
、 , `一 卜 : .

2 0
气a ) 子j

甲

U < 人 < 言
,
纵纽月

’

气浅才
, 气 ) C 打 气J Z )

·

J 黔汁
J

P = 牙玉一
一 一

认 }
-

`
一

丫 一 ` 抓

(b ) 若 肥 关于 x 的齐性维数 。 是偶数
,

则 护召 (仔
,

A’) c v M护 (门
,

x)

( C )若 。 是奇数
,

则 矿
·

州 (汀
,

x ) c :(̂
·

告(仔
,

、 )
〔

由于 璐 (日
,

x ) c 矿 ( 口
,

x )
,

因此上述结论对于 璐 ( 门
,

x )都是成立的
、

在这 一定理的证明

中
,

我们用到了 w e y l
一

H。

~
de

r

非齐性象征运算
,

这是因为向量场组 x , ,

…
,

x ,
是各向异性的

,

函数空间 护 (月
,

x )不能由 f’o u ir e :
变换定义

,

该空间的元的微局部特性非常明显
,

所以本质上

来说这个函数空间不仅是变化阶的
,

而且是微局部变化阶的
。

利用 w ey l
一

H 6

~
de r
运算

,

我们

还定义了非整数阶的函数空间 H
’

(口
,

X )以及相应的 叙。 le
v

嵌人定理
。

3 集中紧致原理与次椭圆变分原理

有了阮bo le v
嵌人定理

,

一个非常自然的问题是
一

下列半线性 iD icr hl e t问题
,

△ 、 u = k ( x
)

+ K ( x ) : : ,` ,

在 门

u > O
,

在 口
_ _

卜

u = 0
,

在 () 日
_

仁

( 3 )

门 ` 今 , 了)

共甲 q
一 =

介汽
,

囚此 q
一
十 l 不于

丫万为 玛 (月
,

万 )的 阮bo l e训伍界指标
,

口为 M 相应于 X 的齐
口一 2

’

一 ` “ ”
’ `

口
一 2

’ ` ’ ` ” 、 ’ ` ’ `

” 曰 ` 一’

一
~

`

”
.囚 7 ’ `

~ ,J,
’
丫 门

` r

“
,目
~ “

` 曰 J 夕 ’

性维数
。

当我们考虑的是比较特殊的 C
一

C 流形时
,

这可 以相应 于 Y出 l l a l祀 问题
。

对于 系数 无
、

K
,

我们作下列假设
,

首先
,

从 K 〔 c `
(几 )且存在

。 > o 使得任给 切 任 c 犷(。 )有

艺…}协 }。
( 。 。一{

、 ( 二 ) * ( 二 ) Z
dx ) 。

力 、 l、 (。

以及泄娇(
` ) > 0o 对于

“ 任 玛 (门
,

X )
,

令

沪( u

l

=

艺 }j戈
u

11岌
2 (。 )

一

{
、 ( · ) · ( · ) 2 、

,

, (· )
二

{
、 (· ) }

·
}
,

’

一 、

` = i· f }。 ( · ) ; · 。 玛 (。
,

x )
,

z ( !不 ) = l ,
,

, 二 = (::妙(
· )六 )一 、
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S 二 ` n f {艺 11jX
u

l{反
2

(。 ) ; “ 任 H占(。
,

x )
,

u }1衫
+ , = l }

J 二 I

我们证明了下面的定理

定理 31
3〕 假设 x =

( x
, ,

…
,

x `
)是 凡em an 。

流形 M 上的一组
r
阶的 H 6m扭 n d e r

向量场
,

M

的相应于 x 的齐性维数 Q > 2
,

。 是 M 的一个光滑有界区域
,

刁。 关于 x 是非特征的
,

k
、

K 满足

前面的假设
,

}巧 }是 I 的一个极小化序列
。

a( ) 若 I < I ’
,

则 {州 是 玛 (。
,

X ) 的一个相对紧序列
,

因此存在极小元
。 任 玛

(日
,

X )
,

若 I > 0
,

则
“
乘一个常数因子以后是 iD icr 扭et 问题 ( 3) 的一个弱解

,

此外
u 〔

C
’

(。 ) 门 伊 (几 )
,

对于某 产 > o0

( b) 若 I < I , ,

则存在非相对紧的极小化序列
。

如同在椭圆情形一样
,

该定理的证明要用到 P
.

L
.

iL on S
的集中紧致原理

,

为此我们证明

了下面的 C
一

C 流形上的集中紧致原理
。

定理 4 , “ 假设 {、 }是 川 (。
,

、 )的一个有界序列
,

弱收敛于
· ,

以及
意}、 、 }会( 。 )一 , ,

,

}ulj
“ ` ’
一

。 ,

这里 产
, 。
是两个非负的有界测度

,

则
:

( a
)存在一个 (至多 )可数集 J

,

两两互异点集 {
x `

}
、
曰 〔 。

,

以及 {
。、 {`曰 〔 〕0

,
+ ao 〔

,

使得

U = l u }、
+ , 又 , 、

+ 乙 J U夕
二

止
. ` _ 2

(“ ) “ ,恕 l瓜
u

}
` + “钟

`

而
氏

,

因此分
i

石
< 十 “

该定理的证明同样要用到微局部分析理论
,

因此证明思想和方法是全新的
。
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